Uktady rownan rézniczkowych zupetnych

Definicja 1

Uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych I rzedu nazywamy uktad:
Fi(t, oy, 29, 2,2, ...,2)) =0
Fo(t,x1, 0, ..., 2,25, ...,20) =0

gdzie:

—F; - funkcje wielu zmiennych,

—ux; - funkcje niewiadome zmiennej t,

—x} - pochodne funkcji z; wzgledem zmiennej t.

Definicja 2
Uktadem normalnym réwnan rézniczkowych zwyczajnych I rzedu nazywamy uktad rozwiktany wzgle-
dem zmiennych z:

Uwaga:
Jesli n = 2, to zazwyczaj piszemy z i y zamiast x1 1 x5 oraz f i g zamiast f1 1 fo

Przyktad 1
Rozwiaza¢ uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

dx

z warunkami poczatkowymi x(0) = 0 oraz y(0) = 1

Rozwiazanie
e : , dPr dy . . : : .
Roézniczkujemy pierwsze réwnanie T wstawiamy do drugiego. Otrzymujemy drugie rowna-

nie w postaci:

d’z

Szukamy rozwiazania w postaci z(t) = €’*, wtedy ' (t) = re" oraz 2”(t) = re". Zatem " (r*+1) = 0.

Stad rownanie charakterystyczne ma postaé r? 4+ 1 = 0. Rozwigzaniami réwnania charakterystyczne-
g0 88 11 =1 oraz ro = —i.

Zatem x(t) = " (Cysint + Cycost) czyli z(t) = Cysint + Cy cost)

Wiec y(y) = 2'(t) = Cycost — Cysint



Uwzgledniajac warunki poczatkowe otrzymamy C = 1 oraz Cy = 0
Zatem ostatecznie rozwigzanie szczegdlne uktadu opisuja rownania:
x(t) = sint oraz y(t) = cos(t).

Przyktad 2
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

{x’ = 21y
y/ — yQ
Uwaga: funkcje niewiadome z i y sa funkcjami zmiennej ¢.

Rozwiazanie
Rozwiazujemy drugie réwnanie metoda rozdzielenia zmiennych:

dy
/ 2 . 2
= . Inaczej — =

Po podzieleniu réwnania przez y? otrzymujemy:

dy B
Y2

Ctkujac obie strony rownania mamy:

dt

1
—— =t+ 0y
Y
Zatem:
! kad ! dzie (5 jest d | tal ist
—y = S = — zie est dowolng stala rzeczywista.

Pamietajmy, ze tracimy rozwiazanie y(t) =0

Podstawiamy otrzymane rozwiazanie do pierwszego réwnania i otrzymujemy kolejno:

—1
)
* xt—l—Cz
x + 2 x=0
t+ Cy
dx 2x dx 2dt
— =——— skad — = —
dt t+02 i t+02
dx dt
Catkujac obustronni ;/f:—z/ .
alkujac obustronnie mamy ) . G 1
Otrzymujemy: In|z| =ln——— adalejIn|z|=In ——— +InC].
ymujemy: In [z| (EYaAE j In[x| (AL |
Jest to réwnowazne wyrazeniu: In |z| = In %
wnowazne wyraz : =In————.
Y (t+ Cy)2
Ot ‘ t igzanie: z(t) &
rzymujemy zatem rozwiazanie: z(f) = ————.
ymujemy a (EXeAE

Ostatecznie rozwigzaniem ogdlnym jest:

C 1
(t+Co)?" t+Cy



Przypominamy, ze y(t) = 0 spelnia drugie rownanie, lecz wtedy pierwsze réwnanie daje 2’ = 0, co
odpowiada funkcji statej.

Zatem rozwigzaniem jest tez (Dq,0) gdzie D; jest dowolna stala rzeczywista.

Przyktad 3
Rozwiaza¢ uktad réwnan rézniczkowych:
=y
y = v
x
A : , . : AT . . , .
Roézniczkujemy pierwsze rownanie i otrzymujemy: TR podstawiamy do drugiego réwnania:
2
(%) , R A
Mamy — = lub réwnowaznie — = —
dt? x oz

Catkujemy obustronnie (w licznikach sa pochodne mianownikéw):
In|2'| = In|z| 4+ InCy, czyli 2’ = Cya.

/
x

Dzielac obustronnie przez x otrzymujemy: — = C
x

Stad po obustronnym scatkowaniu mamy: In |z| = C1t + Cy co oznacza = e(C11+C2)

Cy

Mozemy napisaé: z = e“? - e“1f = Cye“1?, (oznaczylismy e“? = Cs).

Ostatecznie:

Ji(t) - Ogeclt oraz y(t) — 0301601t7 bO y(t) _ (Z

Przyktad 4 - réwnania liniowe o statych wspoétczynnikach
Rozwiaza¢ uktad rownan rézniczkowych liniowych o statych wspétczynnikach:

dx
el
gt r+y
dy
— =-2r—-5
dt o
Tworzymy macierz wspoéteczynnikow uktadu réwnan:
A -7 1
| -2 -5
. 10
Niech I = [ 01 1

Roéwnanie charakterystyczne uktadu ma postac:
det (A — XI) = 0 (det oznacza wyznacznik).
Po obliczeniu wyznacznika otrzymujemy: A2 4+ 12\ +37 =0

Obliczamy A powyzszego réwnania: A = 144 — 148 = —4. Stad VA = 2i
Stad otrzymujemy rozwigzania réwnania charakterystycznego w postaci:

19— 9 124 2i
)\1:2Z:—6—z’oraz)\2:2+lz—6+i

Na podstawie czesci rzeczywistej « = —6 oraz urojonej 5 = 1 zapisujemy rozwiazanie ogélne dla z(t):



z(t) = r~%(C cost + Cysint)

Aby obliczy¢ y(t) podstawiamy z(t) oraz 2'(t) do pierwszego réwnania.
d
Obliczamy d—f = —6e % (C) cost + Cysint) + e % (—Cy sint + Cy cost)

Po uproszczeniach mamy:

CZ = —e O(=6C, + Cy) cost + (—6C, — C) sint]

Nastepnie obliczamy y(t) z rownania pierwszego i otrzymujemy:

y(t) = e %[(=6C, + Cy) cost + (—6C, — Cy)sint] + Te % (C} cost + Cysint)
Ostatecznie po uproszczeniach:

y(t) = e O[(—6C, + Cy +7C1) cost + (—6Cy — Cy + TCy) sin t]

Wykonujac obliczenia w nawiasach okragtych otrzymamy:

y(t) = e %[(C) + Cy) cost + (Cy — Cy) sint]




